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1. INTRODUCTION

L’approximation d’un élément d’un espace vectoriel normé par un élément
d’un sous-espace vectoriel de dimension finie se fait habituellement en
utilisant I'algorithme de Rémeés. Cet algorithme, d’abord développé par
Rémes [6] puis Stiefel [8] a été généralisé par Laurent [4] au cas d’un espace
vectoriel normé quelconque.

Tous ces auteurs démontrent la convergence de l’algorithme en faisant
une hypothése trés forte sur le sous espace vectoriel (“‘condition de Haar™).
On constate expérimentalement que, méme si cette condition n’est pas
réalisée, 1’algorithme converge souvent vers un meilleur approximant. On
démontre ici, que I’algorithme, lorsqu’il se déroule sans “incidents” (on
dira qu’il est itératif), permet d’obtenir numériquement un meilleur approxi-
mant lorsqu’une hypothése beaucoup plus faible (et générique [2]) est
vérifiée.

Par exemple, lorsque 'on approche au sens de la norme du max dans
Pespace des fonctions continues sur un compact, on suppose simplement
que les fonctions de base du sous-espace vectoriel ne s’annulent pas toutes
en un méme point.

II. DESCRIPTION GEOMETRIQUE DE L’ALGORITHME

2.1. Notations

Soit E un espace vectoriel normé (on note | -|| sa norme), f, f; ,.eer [
n + 1 éléments linéairement indépendants de E; on note V le sous espace
vectoriel de E engendré par f; , ..., f,, . On cherche un élément g de V vérifiant:

If—&l =Min[|f—gllgeV] =1

g sera appelé meilleur approximant de f'dans V.
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Soit E’ le dual topologique de £ muni de la topologie faible o(E’, F) et S’
la boule unité de E’ fort. On note €(S") 'ensemble des points extrémaux
de S’

On note {g,t> =1(g) la valeur en ge E de la forme linéaire continue
te £

Soit ¥ 'application de 6(S") dans R**! définie par:

t— (<f; t>’ <f:‘l ’ t>2-") <fn 2 t>)‘

On pose: I' = P(&£(S")) (I” est symétrique par rapport a 0). Soit 7 'appli-
cation projection de R*+! dans R*

(xo 5> X1 5eesy xn) - (xl 3 X3 5eees xn)-

On pose: m(x) = £ et n(4) = A si A C R, Soit ¥ 'application de &(S")
dans R définie par
() = =(¥(@)).

Soit ¢, = (1, 0,..., 0) e R**1 et D+ la demi droite positive de R*+! engendrée
par e,
D0+ = R+ ‘€.

Remarque 1.1. Lorsque E = C[0, 1] les fonctionnelles de &(S’) sont de
la forme

g — €g(1) avec € = +1 et te{0,1] [3, p. 4411.
L’ensemble I est alors formé des éléments de la forme
e(f (@), /i), Jult)) avec e= 41 [, 2]

2.2. Interprétation Géométrique

La norme d’un élément g de E peut s'écrire [4]

lgll = Max {g 0.

On a donc:
i=|f—g| = Min Max {f—g, 1.

geV tef(S)

En posant: A = (A;, A;,..., A,) € R” et en notant (- | -) le produit scalaire
Euclidien de R"+! on obtient:

i = Min M?.slg) ([1, =A)| ¥(0)

AeR® (&
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ou en posant:

= Max @, =M1 = 7= 3 A

i= Mini,.
AeR”™

La quantité iye, représente l’intersection avec Dyt de I'hyperplan d’appui
a I' orthogonal 2 la direction (1, —A; ,..., —A,).

La recherche d’un meilleur approx1mant revient donc 2 rechercher un
hyperplan H d’appui & I" qui coupe D,* le plus prés possible de zéro. On
dira qwun hyperplan est optimal §’il est d’appui 2 I" et coupe Dyt en ie, = I.
Tout hyperplan optimal deﬁnlt un meilleur approximant; il suffit pour cela
de considérer le vecteur (1, —A, ,..., —A,,) orthogonal & 'hyperplan; I’élément
Y1 Aif; est alors un mellleur approximant.

Nous allons caractériser parmi les hyperplans d’appui a I" qui coupent
Dyt ceux qui sont optimaux.

Remarquons que, les éléments f;, f;,..., f, €étant linéairement indépen-
dants, un hyperplan d’appui & I' ne peut contenir la droite D, .

En effet, soit H (de direction [0, A]) un tel hyperplan; I" étant symétrique,
si H contient D, il contient aussi I"; on a donc (A | ¥(r)) = 0, pour tout
te &(S"), soit:

Y Mfi=0 avec AF#0.
=0

PROPOSITION 1. Soit H un hyperplan d’appui a I’ qui coupe Dyt enl =i - ¢,
(donc i = 0).

Une condition nécessaire et suffisante pour que H soit un hyperplan optimal
est qu'il existe k (1 <k < n + 1) points de HN I tels que I appartienne
a Penveloppe convexe de ces k points.

Ce théoréme est une formulation géométrique du théoréme 3 de [4] (voir
aussi [7]).

2.3. Description de I’ Algorithme

L’algorithme a pour but de déterminer une suite d’hyperplans H* coupant
Dy* en i%e, et tels que limg,,, i* =1.

Passage de I'étape k a I’étape k 4+ 1. On dispose & I’étape k de n + 1
points indépendants X;* de I" engendrant un hyperplan H* qui coupe Dyt
en I* = j*e, appartenant & Pintérieur relatif de 'enveloppe convexe des X;*
(G=1.,n+1).
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Soit H* I’hyperplan d’appui & I” paralléle 2 H* coupant D,* en I* = i*e, ,
avec i* < i*. On choisit un point Z**! de H* N I". On note S* I'enveloppe
convexe des n + 2 points de R*!

k k k41
Xy XE, , 200,

La demi droite D,* pénétre dans S* en /* appartenant a la face de dimension

n de S* de sommets X;/* (j = 1,...,n + 1); elle ressort de S* au points
JF — k4t €.

Deux éventualités peuvent se produire:
(1) i* =i* L’hyperplan H* est alors d’appui & I" et d’aprés la proposi-
tion 1 c’est un hyperplan optimal donc i* = 1i.
(2) i* <i*. On a alors deux éventualités suivant la position de Z*+,

(2a) [I* appartient 4 Uintérieur relatif d’une face de dimension »
de S* de sommets:

ZH XF o (J=Lo,n+ 1) # )"
On pose:
X=X  j=le,n+1, j#jf
et

k+ k.
Xj )Cl = Z +1.
[}

L’hyperplan H*+! est alors I'hyperplan passant par ces points.

(2b) Le point I*+! appartient & une face de dimension r (r < n) de S*.
Dans ce cas I'algorithme ne peut se poursuivre,

Remarque 2.1. On doit évidemment se donner au départ » 4 1 points
Xde I (j=1,..,n + 1) tels que 'hyperplan H® qu’ils définissent coupe
Dyt en I =i® - ¢, appartenant & intérieur relatif de I'enveloppe convexe
de ces points.

DErFINITION 2.1, On dit que Palgorithme est itératif si I'éventualité (2b)
ne se produit & aucune étape k (kK =1, 2,...).
Lorsque I’éventualité (1) se produit, on pose:

P=y=i=1 pour k <j.

Soit (1, —A%) = (1, —A%,..., —A,F) € R*! le vecteur orthogonal a H*.
On pose g* = 3;_, A/*f; . On a alors

it =f—gl
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Dans le cas (1) on a: i* =i et g* est un meilleur approximant. Dans le cas (2)
ona

l‘k < ik+1 < i < ik,

certaines inégalités pouvant &tre strictes.
Si % — i* < e alors g* est tel que || f — g || approche A € prés la distance i
entre f et le sous espace vectoriel V. D’ou la définition.

DErRINITION 2.2. On dira que algorithme converge si 0 est une valeur
d’adhérence de la suite {i* — i*},cn -
On a alors le résultat suivant.

PROPOSITION 2. Si DPalgorithme est itératif et si aucune fonctionnelles de
&(S’) ne s’annule sur V, alors I’algorithme converge.

Remarque 2.2. 1’algorithme précédent a été étudié en faisant I’hypothése
suivante sur V (généralisation de 'hypothése de Haar, voir [4]):

“Tout élément de V s’annule sur au plus # — 1 fonctionnelles non

"

opposées de &(S').

Cette hypothése assure I'unicité du meilleur approximant et entraine que
Palgorithme est itératif et que lim,,.(i* — i*) = 0.
Malheureusement cette hypothése est rarement vérifiée [2, 5].

III. DEMONSTRATION DE LA CONVERGENCE (PROPOSITION 2)

Le cas ou I’éventualité (1) se produit étant trivial, nous supposerons gue
Pon se trouve toujours dans I’éventualité (2a).

Le polyédre S* de sommets X;%,..., X%, , Z¥+1 est alors un n + 1-simplexe
dans R+,

Si X;, X, ,..., Xp4q désignent r 4 1 sommets de S*, on note [X;,..., X, ;]
la variété linéaire de dimension r engendrée par ces r + 1 points. On note
d(X, A) la distance Euclidienne dans R"*! d’un point X 4 un ensemble A.
Notons #,* I’ensemble des faces de dimension p (0 < p < n) de S*. Une
face élément de ZF,* est définie par la donnée de p + 1 sommets appartenant
a S,

Soit U* I'intersection de la droite [Z*+1, I*+1] avec H*, U* appartient a la
face de dimension » — 1 de sommets:

X;x (G = 1,..,n+ 1,7 £ jpb).
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Posons

k41 ikt — k41
+1 ; .
P - F— (P * = 0),

les hyperplans H* et H* étant paralléles, on a aussi;
Ik+1 — Uk — pk+l(Zk+1 _ Uk).

Soit p le plus grand entier tel qu’il existe » > 0 vérifiant pour tout k € N
(k =0,1,2,..) la relation:

1 k+1
Flzl_glr?k d(I*L F) > 7.
Remarquons que p > 0 car par hypothése 0 n’appartient pas 3 P(&(S"))

qui est aussi égal (&(S") étant compact) 3 ¥(£(S’)) qui représente ’adhérence
de I'; donc

d(0, ') > 0 et par suite (= étant contractante),
on aura pour tout X;* (représentant une face de dimension 0 de #,%)
d(I*, X¥) = d©0, I') > 0.

La suite {i*}, étant croissante et bornée supéricurement, converge vers une
valeur notée #; on a donc

limd(*, ) =0 et lim I = I =i,

k-

mais I* € [Xy¥,..., XF ], d’ol

lim d(7**, [X;",..., Xnua]) = 0

et par suite p <<n — L.

1) Sip=n-—1,
il existe y > 0 tel que pour tout k on ait

a(r, [XFj = Loon+ 17 #jo*D) =9
donc
| I — U*| =9
et

]
B> T
P = Z¥1 ZUF||
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L’ensemble I étant borné dans R™+, || Z*+1 — U* || est borné supérieure-
ment; il existe donc s > 0 tel que
0 <5 < pFtl,
De la relation
ilc — lk — (Pk+1)—l (l‘k+1 — lk),
on déduit

i — i s — iR,

La suite {i*} étant convergente, on a lim,,(i* —i*) =0 et l'algorithme
converge.

2) SioL<p<n—1.
(2.1) Supposons
lim p¥+! = o > 0.

k>

Soit {p*?+1} une sous sous-suite telle que lim,,, p** = a. Il existe
alors € > 0 et un indice j tel que

pour j>j onait p = a—e > 0.
On en déduit
6 — KD L (o — e)L (RO — kY
donc
}L’E (9 — @) =
et I’algorithme converge.

(2.2) Supposons maintenant que 1’on ait

1 — | 1
fim p** = Jim p*+* = 0.
Par définition de p, il existe une suite {F**"} de faces, avec F*® e F2 | telle
que

nglo d(Ie0+1, Fotky = 0,

(¢ est une application strictement croissante de N dans N et on suppose
que Fetk) = Fw(k-*—l)).
Puisque lim,.,, I* = I, on a aussi

lim d(I, F*) = 0,
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Quitte 4 en extraire une sous suite, on supposera que la suite {F**)} est
telle que Fot+l) ¢ Fok)

Chaque face Fo*+1) contient donc un élément Z¥+1 avec p(k) < (k) <
@k + 1) — 1 tel que F°*+1 ait pour sommets:

zPe xr® L XP® (avecj€{l, 2 n+ 1l r = Lo, p + 1),
De la convergence de I* vers I on déduit

lim d(IY’(k)+1’ Fw(k+1)) = (.
koo

De I’hypothése lim p*+1 = O et de la relation: I¥+1 — Uk = ph+1(ZF+1 — [F),
on tire:

lim | [¥%®+1 — ¥ || =0,
k-0
On a donc aussi

%clrgy dU¥®, Foletl)) — (, 1)

Mais, par définition de p, on a:

d(IY’(k)-(-l, [ijll(k)""ﬁ X'I’(k)]) > )

Jp41

donc, & partir d’un certain rang, on aura aussi
¢

d(UY’(k)’ ij:(k),..., X‘P(k)]) > _1]_ . (2)

Ip+1 2
Soit U™ la projection de U¥*® sur F***+1 De la relation (1) on déduit que
}61—1)2 (U:’(k) _ UY’(k)) = 0.

Pour & suffisamment grand, on a d’aprés (1) et (2): U™ qui n’appartient
pas & [X}®,..., X;7®] donc Z¥™+1 appartient & [X;®,..., X7, UF®] et

lki_l)g d(ZW(k)+1’ [X;:(k),..., X?"(k) UW(Ic)D = 0.

Ipt1?
La variété [X9,..., X;"%, U¥®] étant contenue dans H*®, on a

lim d(Z¥®+, H¥®) = 0,
k-

Puisque Z¥W+1 e H¥®) Ja distance entre les deux hyperplans paralléles
H¥® et H¥® tend vers zéro lorsque k tend vers Iinfini avec p(k) < W(k) <
plk +1) — 1.
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On a la relation
i‘l’(k) —_ l“I’(k)

(1 + “ )\‘F(k) H2)1/2

d(H?®), {0y =

ou (1, —A¥®) e R+ est orthogonal & H¥™®,

La quantité ||A¥"™ |2 est bornée supérieurement; en effet, notons
d* = (1, =2%)/(1 + || A*||#)12 la direction unitaire orthogonale a H¥; si
[l A¥®) |2 était non borné on pourrait extraire de {d¥®} une sous suite conver-
gent vers un élément (0,d, ,..., d,) auquel correspondrait un hyperplan
d’équation: ([0, d, ,..., d,]1 | X) = O et d’appui 4 I'; cet hyperplan contiendrait
donc I’ qui est symétrique, les éléments f] ..., f,, ne seraient alors pas linéaire-
ment indépendants.

On a donc

lim (¥%® — j#®) = 0

k-

et I'algorithme converge. Q.E.D.

Remarque 3.1. (1) Lorsque I'hypothése de Haar généralisée (remar-
que (2.2)) est vérifiée alors la dimension p définie dans la démonstration
précédente est égale & n — 1. On a alors lim,,_,(i* — i*) = 0.

(2) Lorsque p =#n — 2 on peut montrer [1] qu’il est impossible
d’avoir limy,.,,, p*** = 0.

(3) Lorsque E = C(K) espace des fonctions réelles continues sur un
compact K, muni de la norme: || g || = Max,.x | g(x)| alors les fonctionnelles
extrémales de S’ sont de la forme

S €f (1), avec ec{—1, +1}, tek

L’ensemble &(S’) est alors fermé. L’hypothése faite sur ¥ dans la proposi-
tion 2 est alors que toutes les fonctions de V ne s’annulent pas en un méme
point de K. Pour d’autres exemples de fonctionnelles extrémales voir [5].

(4) L’hypothése selon laquelle Palgorithme est itératif n’est pas trés

£ ter

(5) L’algorithme peut également servir & résoudre le probléme plus
général consistant a rechercher un hyperplan d’appui 4 un borné I" de R"+!
qui coupe ““le plus bas possible” la droite D,. L’ensemble I étant tel que,
pour tout A € R, il existe X € I" tel que ([1, —A] | X) = Maxy.([1, —A] | X).
Si 0 n’appartient pas a la fermeture de I" on a convergence de I'algorithme
avec la méme démonstration que ci-dessus.
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